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VEKTOR UZAYLARI

s Vektor Uzaylari (Vector Spaces)

Bos olmayan bir V kiimesi verilmig olsun. V kiimesinde V (x,y) € VxV ig¢in
T(x,y) = x +y ile tanimh T: VxV — V fonksiyonu (toplama islemi) ve R gercel
sayilar cismi olmak Uzere, V(r,x) € RxV icin S(r, x) = rx ile tanimh S: RxV - V
fonksiyonu (skalerle carpma islemi) verilmis olsun. Asagidaki aksiyomlar ger-
cekleniyorsa V kiimesine R gercel sayilar cismi lizerinde vektér uzay: ya da
gercel vektor uzayi denir ve V(R) ile gosterilir.

1. (V, +) sistemi degismeli gruptur.
2. a) Vre R ve VVX,yeV icin r(x+y)=rx+ry

b) VrseR ve VxeV icin (r+s)x=rx+sx
c) Vr,se R ve VxeV icin  r(sx) = (rs)x
d 1€R ve VxeV icin 1x =xdir.

V(R) vektor uzayinda V kiimesinin ‘elemanlarina vektor, R kiimesinin eleman-
larina da skaler denir.
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s Dik koordinat sisteminde (x4, x5, x3) vektérinin yazimi;

‘\
>
J (Pozitif yon)

(x1,0,0) noktasindan (0x,0x3) diizlemine paralel bir diizlem, (0,2,0) noktasindan (0x4,0x ) diizlemine
paralel bir diizlem, (0,0,x3 ) noktasindan (0x4,0x,) diziemine paralel bir diizlem gizilir. Bu g diizlemin arakesiti
(x1,X2,x3) Ugliistine karsilik gelen noktadir. Bundan bdyle (x1,X2,X3) Ugliisiine karsilik gelen nokta yerine k-
saca (X1,X2,X3) noktasi diyecegiz.

X4
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s Alt vektor uzayi (Subvector spaces):

V bir vektdr uzayi ve A c V, A @ olsun. A kiimesi toplama ve skalerle carpma
islemlerine gore kapali ise yani;

vVx,y € AveVre Rign
) XxX+ye A

i) rxe A oluyorsa A ya, V nin bir altuzayi denir.
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s> Ornek: A= {(x-1,x2)| (x1,x2) €R? AXq=3Xp = 0} kiimesinin R? nin bir alt uzayi oldugunu géste-

riniz.
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s> COzUM: 1) (X1,Xx2)eA =  x;-8x2=0

(y1.y2)eA = 4+ Y1-38y2=0

(x1+y1)=3(x2 + y2).= 0

=(X1+Y1, X2 +Y2)€A

= (X1,X2) +(y1,¥2) €A oldugundan

A kumesi toplama islemine gére kapalidir.
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2) (X1,X2) eA = X4 -3X2 =0

=> k(x4 -3x2)=0
= kX1 —3kxo =0
= (k-X1,kxp) €A

=> k(x4,x2) €A oldugundan

A kiimesi skalerle carpma iglemine gére kapalidir. A kiimesi R2 nin bir alt uzaydir.
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s> Vektorlerin dogrusal (lineer) birlesimi:

V bir vektor uzayi, v4, Vo, V3, ... V4 € V ve
r, o, 3, ..., In € R olmak Uzere,

riVi + Vo +13Vy + ... + 1V, € V vektoriine v, vo, Vg, ..., vV, vektdrlerinin dogrusal (lineer) bilesimi denir.
Ornek: (2,-3) ve (-1, 4) vektorlerinin tim dogrusal bilesimlerini yaziniz.
Cozum:  ry, rp € R olmak Uzere bu iki vektoriin tim dogrusal bilesimleri
r1(2,-8)+ro(-1,4)=(2ry,— 3ry) +(-ro,4r)

=(2ry-rp, - 3ry +4ry) vekiorudr.
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Ornek: (5, =7) vektérind, (2, 1) ve (-1, 5) vektodrlerinin dogrusal bilesimi olarak yaziniz.

COZUM: 1 (21) +1o(-1,5) = (5,~7)

(-2ry,rq)+(-r2,5r2) =(5,-7)
(-2r1—ro, 1y +5r3)=(5,-7)
=% —2Iy~TI9g =5 rq=-2

- sisteminden bulunur. Buradan
Iy +5i’2 = —7J o = -1

(5—7) =-2(-2,1)-(-1,5) yazilir.
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s VeKtor uzayinin ureteci:

V bir vektor uzayi ve v1, v2, V3, ... Vh € V olsun.
V1, V2, V3 ... Vp vektorlerinin dogrusal bilesimlerinin olusturdugu

U= {r1v1 +roVo +FaVg+---+F Vi Py P, gyl € R} kiimesine v{, V2, V3 ...,V
vektorlerinin Urettigi (gerdigi) kiime, {v4,v2,V3, -,V } kilmesine de U kiime-
sinin Ureteci denir. U, V nin bir alt uzayidir.
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s> Vektorlerin dogrusal bagimli veya bagimsizligl ( linear dependent-linear independence ):

V bir vektdr uzayi ve vy, vy, ..., v, € V olsun
i) ry, 1o, ..., Iy € R sayilarindan en az biri sifirdan farkh olmak (izere,

V1 +raVo + ... + vy = 0 kosulu saglaniyorsa v4, Vo, ..., v, vektorleri dogrusal bagimiidir denir.

i) rivq+ravo + ... +rpvy = 0 esitligi yalniz ry = rp = ... = r,, = 0 igin saglaniyorsa vy, Vo, ..., v,, vektérleri dog-
rusal bagimsizdir denir.
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UYARI II!

¢» R™ * de alinan n tane vektorun bilesenlerinin alt alta yazilmasiyla elde
edilen n boyutlu determinantin degeri sifir ise vektorler lineer bagimli,
sifirdan farkl ise lineer bagimsizdir.

s Lineer bagimsiz vektorler uzayi gerer iken lineer bagimli vektorler uzayi
germezler

s N boyutlu uzayda (n+1) tane vektor daima lineer bagimlidir.
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Ornek: R®de (3, — 4) ve (2, 5) vektdrleri dogrusal bagimli midir?

Gozum: i) ryrpe R ve (0,0)e R? olmak lizere,
ry(3,-4)+r,(2,5)=(0,0)

3r,+2r, =0 |
- sisteminden r , =r, =0 bulunur ki vektér dogrusal bagimsizdir .

--4r1 +5r2 =0J

3 -4
2 5

i)

=15 +8 =23 # 0 oldugundan dogrusal bagimsizdir .
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Omek:  R? de (1, 3) ve (5, 15) vektorleri dogrusal bagimli midir?

Cozim:  Vektorlerin bilegsenlerinin olusturdugu determinant:

1 3
5 15

=15 -15 =0 oldugundan vektdrler dogrusal bagimhdirlar.
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Ornek: (1,a=1,0), (b + 3, -2, 4), (-3, b, 0) vektorlerinin R° de dogrusal bagimli olmalari igin aile b

arasindaki baginti nedir?
1 a-10

b+3 -2 4|=0 determinantini 3. sttuna gore agalim.

-3 b O

Cozum:

b+3a-3=0 dan3a+b =3 bulunur.
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s Vektor uzayinin tabani ve boyutu (vector base-vector size):

V vektor uzayindaki vq, Vo, ..., v, vektorleri V yi geriyor ve dogrusal bagimsiz iseler

{v1,v2...,vn} kiimesine V nin tabani ve n sayisina da V nin boyutu denir.

{e1,€2} kiimesi R nin, {e1,62,63} kimesi R® Gin birer tabanidir. Bu tabanlara R% ve R® iin temel tabani

denir.
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UYARI II!

1) R™de lineer bagimsiz n tane vektor daima uzayi gerer. Bu nedenle R™ 'de lineer
bagimsiz n tane vektorin kumesi bu uzayin bir tabanidir.

2) Bir uzayin birden fazla tabani olabilir ancak boyut kesinlikle tek bir reel sayidir.
boy(R™)=n dir.
3)Vektor sayisi boyut sayisindan fazla ise vektorler lineer bagimlidir.
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so LINEER DONUSUMLER (LINEAR TRANSFORMATION)

V4, Vo birer vektor uzayi ve f: V4 — Va bir fonksiyon olsun.

) Vx,ye Vqicin f(x +y) = f(x) + f(y)

ii) Vre Rve VxeVqicin f(rx) = rf(x) kogullari saglaniyorsa f ye V1 den V3 ye
bir dogrusal doniigiim denir.

Ornek: ©R2—=>R2 , f(x4,X2)=(2x4,4x5) bir dogrusal déniigiim mudr?
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Cozim: ) x=(xq,X2)€R? A y=(y1,y2)€R? icin

f(x+y)=1f(xy+y1,X2 +Y2)

2 (X1 + Y1), 4(x2 +Y2))

(2)(1 +2y-| 4X2 F 4y2)
(

2 +4Xp) +(2y1 +4Yy2)
= f(x4,x2) +f(y1,y2)
= f(x) +f(y)
i) f(rx) = f(rxq,rxz) = (2rxq,4rx2) = 1(2x4,4x2)

= rf(x4,x2) =rf(x) oldujundan f dogrusal donugtimdur.
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so LINEER DONUSUMLERIN MATRIS GOSTERIMI

f:R">R" dogrusal dontstimiinde x = (X1, X, ... Xp) € R" olmak lizere x = X1€1 + X2€2 + ... + Xpe Vektd-
rintn f dogrusal déniisimi altinda gérintisi

f(x) = xrf(eq) + xf(e o)+ +xpf(en) dir.
fle4)=1(1,0,0,--,0) = (as1,a21,,8m1)

f(ez) = f(0,1,0,“-,0) = (a12,a22,--~am2)

f(en)

fle1).f(e2),-+.f(en) vektdrlerini stitun vektorleri olarak alalim ve f (x) i yeniden yazalm.

f(0,0,0--1) = (a4n,a2n,+,amn) olsun
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f(x) =

Am1_

+Xo

olur ki buradaki

[811Xq +a1pXp++ +aA1nXp

+"'+Xn

doiXq + AdooXo+:-- +aonXp

a1 aqo
azq Qajq2
8m1 aAm2

ra1n-

aon

| @mn
aiy  aq2
dsy aoo
Am1 m2

a1n

aon

matrisine f dogrusal déniisiimiiniin matrisi denir.
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UYARI !
R™ den R™ ye tanimh f lineer donusumune karsilik gelen matris m X n boyutundadir.

) 5 . w3
Ornek: f:R"—R
f(x1,X2) = (X1 - 3X2,— 4xp,-2%4 +X2) dbnistimine karsilik gelen matrisi yaziniz.

Cozum:  fdonlsUminin matrisi 3x2 turindedir.

A=|0 -4 dir.
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1.0teleme DénlsimU:

f:R? — R?, f(x,y)=(x+a,y+b) lineer donlsimune 6teleme denir. Yani (x,y) vektorinin (a,b)
vektorl kadar otelenmesidir. Oteleme donusumu uzunluklari, acilari ve alanlar
degistirmez.

Ornek: (2,-7) vektdériniin (1,3) vektdrl kadar dtelenmesi sonucu olusan vektori yazin.
Cozum: Tanima gore otelenmis hali;
(2+1,-7+3)=(3,-4) dir.
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Ornek:  fR® > R, f(x, y) = (x + 2, y—3) 6telemesinin tersini bulunuz.

Cozim: X+2=X, y=3=Y denx=X-2,y=Y +3olur. |
=1(X, Y) =(X =2, Y + 3) bulunur.

Ornek: f(x,y)=(x—-2,y+3),9(xy) =(x+1,y + 2) 6temeleri icin fof ve fog Stelemelerini bulunuz.

cozim: (fof)(x,y) = f[f(x,y)] =f(x-2,y+3)=(x-2-2,y+3+3)=(x-4,y +6)

(fog)(x, f[gxy] f(x+1y+2)=(x+1-2y+2+38)=(x-1y +5) bulunur.
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2. Donme Donusumu:

a -b

K'=A-K dénisiminde A =
b a

J ve a2 +b? =1 ise bu dénisiime dénme doniisiimii denir.

4 AX,Y)

Donme acisi 0 < a < 2m olan baslangic
noktasi etrafindaki pozitif yondeki bir
donmede B(x,y)noktasinin goruntusu A(X,Y)
ISe;
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[OA| =|0OB| =a olsun

OAC de: cos(o +B) = lc-?—'—

X =|0C| = a-cos(o. + B) (1)

Y =|AC| = a'sin(a + ) (2) dir.
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X = a coso.cosf — asino.sinf (1)

Y = a sina.cosP + acosa.sinf (2) olur.

S
Ote yandan OBD de: cosp = -I%q- A sinp = -L!Zﬂ

x =|00| = acosf (3) y =|BD0 = asinf (4) elde edilir.
(3) ve (4), (1) ve (2) de yerine konulursa,
X=XCcos o —Yysina X cosa -sina ||X
ya da = - dir.
Y =xsino +YyCcos o 4 sinaa coso ||y

coso -Sino
Buradaki matrisi donme matrisidir.

sinat CosS
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Ornek:  Duzlemde o= —g'- radyanlik pozitif yondeki dénmenin matrisini ve (-2, 4) noktasinin
goruntusuni bulunuz.
A1 | Rt e
coso -sino| |COS— -—sin—
Qézﬂm' Donme matrisi = = 3 3
] sinat  cosa sin ..g cos Ll
1 s
=| 2 2 dir.
N3 1
62 2
(-2, 4) noktasinin gorintusu ise
2] [-1-243

|

4

|

|

/3 +2

J veya (~1—2J§,2—J§) dr.
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Ornek: Xy koordinat sistemine P(1,2) veriliyor. Eksenler pozitif yonde 30°
dondiiriildigiinde olugan yeni x'y’ koordinat sisteminde P noktasinin koordinatlar:
nedir?

Cozum: X' = X.cos9 + y.sin6
y = =X.Sin 6 +y.cosf

esitliklerinde 6=30° yazildiginda;

- B
=>x+sy ve y=—-x+>y olur.

x=1 ve y=2 igin; =?+1 ve y'=—-§+\/§ bulunur.
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3. Simetri Donusumu:
a) X eksenine gore simetri;

y4 A(X, V) A(X, y) noktasinin Ox eksenine gére simetrigi A’(x —y) olup bu si-
’ metri dénlsiminin matrisi

1 0
Ax=[ } dir.
Soaili]

<V

A'(X, "‘Y)
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b) Y eksenine gore simetri;

A(x, y) noktasinin Oy eksenine gére simetrigi A’(=x, y) olup bu si-

y* metri donisiminin matrisi
A'=x,y) Aky) [0
T YTlo | "

T e
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Cc) y=x dogrusuna gore simetri;

VA A(x, y) noktasinin y = x dogrusuna gore simetrigi A’(y, x) olup bu
A'(y,X) P simetri dontisiminiin matrisi

o 1
Ay=x = dir.
10
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d) y = —x dogrusuna gore simetri;

y A A(x, y) noktasinin y =—x dogrusuna gore simetrigi A’(-y, —x) olup

A(x, y)

bu simetri donlisimundn matrisi

R 0 -1
T 0

dir.
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e) Orijine gore simetri (180° ve —180° lik donmeler);

yA A(X, y) noktasinin orijine gore simetrigi A’(-x, =y) olup bu simetri
A(X,y) dénlisimaniin matrisi

Ao =[: j dir.
[;1 :szb}(—x,—y) olur.
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4. Homoteti DoOnusumu:

ke R ve A(x, y) € R? olmak Uzere,

H(x, y) = (kx, ky) = k(x, y) donlstimine homoteti denir.

0(0, 0) homoteti merkezi, k sayisi ise homoteti oranidir.

—

'k 0
Homoteti déntsiminin matrisi dir.
0 k

— — - - — -

= [=(kx,ky) =k:(x,y) olur.
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5.Benzerlik Dontusumu:

Bir homoteti ile bir dénmenin bileskesine benzerlik déniisiimii denir. Yani benzerlik dontgUimunin matrisi

cosa -sinallk O kcosoa -—ksino .
. = Ir.
sinat cosa [|0 k ksinoo kcosq
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Ornek:

A(2, —4) noktasinin,

a) X eksenine gore

b) y eksenine gore

c) Yy =Xxdogrusuna gore

d) y=-x dogrusuna gore

e) Orijine gbre simetriklerini,

f) 90° dondirildiginde elde edilen

g) 270° dondurildiginde elde edilen noktalari bulunuz.
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Cozum:

a)

b)

d)
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4 87 [=1 ¢e] =2
e) A0= = ; = =(-—-—2,4)

) _ ) T I
f) Ag = = 1=l |=(42)
1. 045 11 0§~ 2
0 1 0 412 P-4
g) Aoy = = : = =(-4,-—2) bulunur.
-1 0] |[-1 0]|4 =2 |
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Ornek: T LT :
rek: A(0, 0) , B(0, 3), C(4, 3), D(4, 0) olan dortgenin ddndsiim matrisi altindaki gériin-
(Ol
tistinl bulunuz ve seklini giziniz.
9620 m: Noktalarin timine donisim matrisini ayni anda uygulayahm.

1210 0 4 4] [0 6 10 4
o 1/lo 3 3 0| |0 3 3 0
ABCD ABGCD
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3 -1
2 0

bu dénilisiim matrisi altindaki gériintiisti nedir?

:] dir. 2x-3y+1=0 dogrusunun

Ornek: T R® > R dogrusal doniigiminin matrisi A =[

Gozum: Dogru Uzerindeki her hangi bir (x, y) noktasinin dénligim matrisindeki gorintiusu

X,Y] olsun.

ol S |
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Buradan X=3x-y ve Y =2xolur.

X ve 'y degerleri cekilirse

2Y-9Y+6x+2 =0 dan
6X-7Y+2 =0 elde edilir.



O@ kkiirler.
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