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Ara Deger Hesabi (Interpolasyon)

s> Ara deger hesabl muhendislik problemlerinde siklikla karsilasilan bir islemdir.

s> Interpolasyon
o Bilinen degerlerden bilinmeyen ara degerin ya da degerlerin bulunmasi islemidir.

o Genel olarak ise bir f(x) fonksiyonunun x0, x1, ..., xn gibi ayrik noktalarda verilen fO, f1,...,fn
degerlerini kullanarak, bu fonksiyonu temsil eden ve daha basit bilinen bir F(x) fonksiyonu

(interpolasyon fonksiyonu) ile ifade edilmesidir.
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Interpolasyon

so Interpolasyon fonksiyonu icin polinom, trigonometrik fonksiyon, Ustel gibi fonksiyonlar kullanilir.
Ancak cogu durumda kosullar kolaylikla saglamalari sebebiyle polinomlar tercih edilir.

s> Interpolasyon fonksiyonunun seciminde kullanilan teoremler:
so Eger fonksiyon [a, b] araliginda surekli ve turevlenebilir ise polinom kullanilabilir.
o [a,b] araliginda kucuk bir € degeri icin,

0 | f(X) — F(X) | <€ kosulu saglanabilir

s Periyodik (2m) ve sUrekli bir fonksiyon igin,

O

L F(X) = X%, g cos(kx) + = X7_. by, sin(kx)

o seklinde sonlu bir trigonometrik seri interpolasyon fonksiyonu olarak kullanilabilir.



Dogrusal (Lineer) Interpolasyon

s Dogrusal interpolasyonda iki farkli degiskene karsilik gelen fonksiyon degerleri (x1, y1),
(X2, y2), bir dogru ile birlestirilir.

s Aradeger (interpolasyon) dogru Uzerindedir. Dogru denkleminin elde edilmesi ile
interpolasyon bulunur.

s Bilinen iki nokta arasindaki uzaklik ne kadar az ise bilinmeyen nokta icin bulunacak
interpolasyon fonksiyonunun degeri de o kadar dogru olacaktir.

5 Dogru Denklemi
f — Vi
oy (Xk-) m = 2kt~ Vk-1 Vie =Vie_1+ mO, — Xe_1)
“t Xk+1~ Xk—-1
Yk
VPRSI UHR S (X,
f—1) = f(xk)  _ f(Xk—1) = F(XE+1)

%) —
Xk—1 — Xk Xk—1 — Xk+1



s> Asagidaki tablo da bir firmanin son 5 yilki ciro dagilimi gorulmektedir. Tabloda 2009
yilina ait sonug yer almamaktadir. Dogrusal interpolasyon yontemini kullanarak degeri

bulunuz.
o Ciro 120 142 ? 146 143
s Cozum:
o Dogru Denklemi ile;
. o= Ykt T Vi 1467142 fler) = fFx)  _ fxx) — f(Xk+1)
Xk+1— X 2010—-2008 Xk — Xi Xk — Xk+1

142 — f(x;) _ 142 —146
2008 —2009 2008 —2010

o Y = Yt mx; - xp)
o y; = 142 + 2(2009-2008)
oy = 144 f(x;) = 144



In(1) =0 olduguna gore, lineer enterpolasyon kullanarak In(2) = ?
In(4) = 1.3862944 sonucunu bulunuz. [ In(2) = 0.69314718]
In(6) = 1.7917595

1. x9 =1; xq =6 alinir ise:

f( )—f 1.7917575 - 0
fG) = f o) + 0TI (- ) = 0+ 222202 - 1)

=>In(2) = 0.3583515 ¢ = %48.3

2.x9 =1; x1 =4 alinir ise:
— 1.3862944 - 0
fGr) = ) + T TED (- ) = 0+ 2-1)

Xk4+1 — Xk 4 -1

=>In(2) = 0.46209813 & = %33.3




In (2)

0.4620981
0.3583519



MATLAB Ile Dogrusal interpolasyon

a Yl=interpl (X,Y, XI)
ﬁ X’in bu degeri icin islem yapilacak
[ bilinen Y degerlerinden olusan siitun vektorii
bilinen X degerlerinden olusan siitun vektori

[ Y siitun vektoriinde bilinmeyen olarak hesaplanacak deger

0 Ornek: Onceki sorudaki islemi MATLAB ta interpl komutu ile ¢coziiniiz?

x=[146];
y =10 1.3862944 1.7917595]';
Yi=interpl(x,y,2)



Dogrusal (Lineer) Interpolasyon

s> Ornek: f(x)= ex fonksiyonunun [0.2, 0.3] arali§indaki degerleri sirasiyla [1.22140,
1.34986]'dir. Dogrusal interpolasyon yontemi ile x=0.27 noktasindaki deger nedir?



Lagrange Polinom Interpolasyonu

QO Lagrange interpolasyonu, bilinen noktalara 6nce bir egri uydurulmasi sonra egriyi temsil eden

denklemden istenilen noktalarin degerlerinin elde edilmesine dayanur.

/ \/\ N adet noktadan N-1. dereceden polinom gecebilir
R A
f f3 i

f(x) f1

O n elemandan olusan bir f(x) yukaridaki tablodaki gibi tanimlanmis olsun.

0 Lagrange yontemine gore interpolasyon hesabi yapilirken kullanilacak polinom forma sahip

fonksiyonun derecesi sahip olunan dl¢iim degerlerinin adedinden bir eksik olacak sekilde secilir.

0 f(x) =ag + a;x + a,x? + azx> + ... + a,_ x™1



Lagrange Polinom Interpolasyonu

so Eger verilen araliklar esit degilse Lagrange Interpolasyon polinomu kullanilir. En basit
haliyle 2 nokta kullanan Lineer Interpolasyon denklemi diizenlenirse:

Y = Yo + L X - o)
Y=Yo+ T Vi e Yo
0
X —Xp —X0 _ X —X1 x—xo
y= [1' ]J’o"""x xo}’1 YO x_xO)ﬁ

Bulunan bu ifade n nokta i¢in genellestirilirse:



Lagrange Polinom Interpolasyonu

(x =x2)(x —x3)(x —x4)... (x —Xp) 4

Yo (X) = e e aa) o () V1 Elde edilen f(x) esitliginde X
degiskeninin 1stenilen deger
karsilig1 sayisal olarak girilmek

(x —x1)(x —x3) (X —x4)... (x —Xp)

T (g —2x1) (Xg—=23) (Xg=%4) . (X3—Xn) V2 suretiyle fonksiyo.nun karsilig1
Lagrange yontemine gore
(x =x) (X =) (% =X3).. (X =Xp_1) 4 bulunmus olur.
+ Yn

(Xn—x1)(Xn—x3)(Xn—x4) ... (Xn—Xn—-1)

x—xj

Vp(X) = 2ieq Li(x). y; Li(x) = [1j=1

x. _x-
JET



Lagrange Interpolasyon

0 Ornek: Asagidaki tabloda x’e bagli bir f(x) fonksiyonunun sayisal degisimi goriilmektedir.
X=3 1¢in aradegeri Lagrange interpolasyon yontemi kullanarak bulunuz.

IEES A P R A T
10 13 20

f(x) 1 7
aQ Cozum:

f(X) _ (x—2)(x—4)(x—=7)(x—10) , 1 (x—0)(x—4)(x—=7)(x—10) ,

(0—2)(0—4)(0-7)(0—10) (2—0)(2—-4)(2-7)(2-10)
n (x—0)(x—2)(x—=7)(x—10) , 10 + (x—0)(x—2)(x—=7)(x—10) ,
(4—0)(4—-2)(4-7)(4—-10) (7-0)(7-2)(7-4)(7-10)

n (x—0)(x—2)(x—4)(x—7)
(10—0)(10—2)(10—4)(10-7)

*20

X=3 icin f(3)=8.7583



s
In(1) =0 olduguna gore, lagrange enterpolasyon kullanarak In(2) = ?

In(4) = 1.3862944 sonucunu bulunuz. [ In(2) = 0.69314718]
In(6) = 1.7917595

f(X) _ X —X1 X —Xp f(xo) + X —Xg X —X»p f(xl) + X —Xg X —Xq1 f(xz)

Xo—X1 Xo—X2 X1—Xpg X1—X2 X2—Xg X2—X1
In(x) = 22222 * 0+ T 222 *1.3862944 + *— X * 17917595
IN(2) = S22 * 0+ 22> *1.3862944 + — >— * 17917595

In(2) = 0.5658413



s Asagidaki tabloda x’e bagli bir {(x) fonksiyonunun sayisal degisimi goriilmektedir.
X = 2.3 1¢1n ara deger1 Lagrange interpolasyon yontemi kullanarak bulunuz

fix) 106 152 203

x—1.7 x-3 x—1.1 x-3 x—1.1 x-1.7
7 yp(x)  1.1-1.7 1.1-3 10.6 + 1.7 -1.1 1.7-3 15.2 + 3—1.1 3—1.7 20.3

wx=23 => y,(2.3)=183813



O Asagidaki tabloda x’e bagli bir f(x) fonksiyonunun sayisal degisimi goriilmektedir. X=4 i¢in

ara degeri Lagrange interpolasyon yontemi kullanarak bulunuz

Q Soruyu hem el ile hemde matlab ile ¢6ziiniiz. Matlab da program (dongiiler) yaziniz

x| o | 2 5 | 7 | 9
8 11 15

(%) 2 6



=
x=[02579]
f=[2 6 8 11 15]
a=4
snc=0
for i=1:length(x)
crpm=1;
f(4) = 7.190476 for fJ'_=1:|_emgth(><)
IT I==
crpm=crpm,;
else
crpm=crpm*(a-x(1))/(x(1)-x());
end
end
snc=snc+crpm*f(i);
end
snc




Neville (Aitken) Yontemi

so Neville yontemi Lagrange yonteminin kapali formda farkli bir uygulamasi olup, Lagrange
yonteminin zaaflarin1 gidermesi beklenen bir yontemdir.

s» Bu yontemde interpolasyon degeri, polinomun derecesi ardarda arttirilarak hesaplanur.
Polinomun degeri her arttirildiginda elde edilen interpolasyon degerinin bir 6nceki degerle
yakinsayip yakinsamadigi kontrol edilir.

so YOntemin 1y1 anlasilabilmesi i¢in bir ornek olmak tizere (X0, x1, X2) gibi ti¢ veri noktasinda
bir fonksiyonun degerlerinin sirasiyla (f0, f1, f2) olarak verildigini varsayalim.



Neville (Aitken) Yontemi

Sayet ilk iki nokta arasinda dogrusal interpolasyon yapilirsa Lagrange formiilii:

X —X X —X
f(x) = L f 0 §
() Xo—X1 O961—950 .

seklinde yazilabilir. Dogrusal interpolasyon son iki nokta arasinda yapilirsa Lagrange
formiilii 1¢in bu kez

X —Xo X —Xq
= +
0=, it /2

elde edilir.



o Ug nokta arasindan parabolik bir egri gecirilerek interpolasyon yapilirsa Lagrange formiilii:

f(X)_x —X1 X —X>2 f(x0)+x —Xog X xzf( 1) +x —Xog X xlf( 2)

Xog—X1 Xp—X2 X1—Xp X1 Xo—Xg X2—

seklinde yazilabilir. Bu formiildeki ikinci terimin katsayisi

(x—x9)(x— x2) _ (x—x9)(x— x2) (xo —x2) — (x—x9)(x— x2) (xo —x2)
(x1— X0)(X1- x2) (x1- x0)(x1- X2) (X0 —X2) (xo —x2)  (x1- X0)(X1- X2)
— (x—x0)(x— x5) 1 1 ]

(xo —x2) " H(xq— x9) (x1- x2)

— (x—x9)(x— x2) + (x—x9)(x— x3)
(xo —x2)(x1- Xo) (X1- X0)(X1- X2)




seklinde diizenlenerek Lagrange formiilii

f(X)_ (x xl)(x xz) f + (x—xo)(x— xz) f 4 (x—xo)(x_ xl)

(xo—x1)(X0- X2) (xo —x2)(X1- X0) . (x2—=x0)(Xx2—Xq)

sekline getirilebilir. Bu formiili

f(X): (x—x3) [(x_ xl)f (x—xg) fl] (x—xp) [ (x—x3) f (x X1) fZ]

(Xo- x2) ~ (x0—x1) (X1- Xo) (x2—=x0) = (X1- x2) (X2—x1)



-
s Seklinde dizenlemek mumkundur. Burada koseli parantezlerin icinde yer alan terimlerin

daha onceki dogrusal interpolasyonla bulunan degerler oldugu dikkati cekmektedir. Buna
gore;

s Veri noktalarindaki fonksiyon degerleri;

Poo =To; Pio =11 Py =1,
Ve ilk dogrusal interpolasyonla bulunan degerler ;

X—X1

Py, = Pyo +

Xo—X1 X1—Xp X1—X>2 X2—X1

Seklinde yeniden isimlendirilirse parabolik yaklasim sonucu elde edilen son formiil ;

_ (x=x3) (x—xp)
Py, = Py, + (Xo—x0) P14

(xo—2xz)  °




Yandaki veri noktalar1 yardimiyla X=27.5
noktasindaki interpolasyon
degeri bulunmak istensin.

10.1

22.2

32.0

41.6

50.5

0.17537

0.37784

0.52992

0.66393

0.63608



s
Once noktalar1 interpolasyon noktasina olan uzakliklarma gore siralayalim:

Yukarida izah edildigi gibi ardisik dogrusal interpolasyonlar uygulayarak asagidaki gibi bir
tablo elde etmek miimkiindiir:

i X-X; X; F(x)

0 4.5 32.0 0.52992
1 5.3 22.2 0.37784
2 14.1 41.6 0.66393
3 17.4 10.1 0.17537

4 23.0 50.5 0.63608



Boluiinmus Farklar

s» Lagrange ve Neville yontemlerinin bazi olumsuz yanlari vardir:

- Islem sayis1 cok fazladir (baz1 baska yontemlere kiyasla)

- Data setinde bir nokta ilavesi veya c¢ikartilmasi halinde biitiin hesaplarin bastan
yenilenmesi gerekmektedir.

- Her bir interpolasyon noktasi i¢in benzeri hesaplarin tekrarlanmasi gerekmektedir.
Boliinmiis fark tablolar1 bu olumsuzluklar1 gidermekte yararli olmaktadir.

(xol fo) (x1, f1) (xz, f2) (x3,f3);

seklinde bir data seti verilmis olsun.



pvxX) =3, + X — xy)a; + X—xp)X—%x)a,+ ...+ (x — X)) (X—%;) ... ®x¥—xN)aN

seklinde diizenlenmis oldugunu varsayalim. Buradaki a; katsayilar1 uygun se¢ildigi taktirde
yukaridaki biitiin data noktalar1 bu fonksiyonu saglayabilir. Iste bu katsayilar boliinmiis fark
tablolar1 yardimiyla elde edilecektir.



{ X-X X Pig Pi1 Piz Piz Pig

0 4.5 32.0 0.52992 0.46009 0.46200 g 0.95174 e 0.45754
1 5.3 222 0.37784 ; 045600 ; 0.46071 r" 0.47901

2 14.1  41.6  0.66393 ~ 0.44524 -~ 0.55843

3 17.4 101  0.17537 ~ 0.37329

4 23.0 50.5 0.63608

s» Burada en iistteki satir interpolasyon noktasinda gesitli derecelerden Lagrange formiilleriyle elde
edilecek interpolasyon degerlerini icermektedir. Interpolasyon degerinin 3. dereceden bir Langrange
formiilasyonuna kadar belli bir degere yakinsadigi, ancak dordiincii dereceden Lagrange
formﬁlﬁnﬁn kullanilmasi halinde interpolasyon degerinde bir iraksama olustugu dikkati
cekmektedir. O halde bu interpolasyon noktasinda hesaplama i¢in 3. dereceden yaklasimin yeterli
oldugu anlasilmaktadir.

s> Nitekim, aslinda bu ornekte verilen degerler derece cinsinden agilara karsilik sintis fonksiyonunun
degerleri olup interpolasyon noktasi olan x=27.5 agisinda siniis fonksiyonunun ger¢ek degeri de
sin(27.5°)=0.46175 dir.



TERS INTERPOLASYON

s f(X) ve X, Interpolasyon baglaminda sirasiyla bagimli ve bagimsiz degiskenlerdir. Dolayisiyla,
X degerleri genellikle esit araliklidir. f(x) = 1/x fonksiyonu i¢in tiiretilmis asagidaki tablo
degerleri basit bir 6rnektir.

fix)§ 1 0.5 0.3333 0.25 0.2 0.1ee7 0.1423

s» Yukaridaki veriler i¢in f(x) = 0.3 degerine karsilik gelen x degerinin belirlenmesi istenseydi,
fonksiyon bilindigine ve hesab1 kolay olduguna gore sonu¢ dogrudan X = 1/0.3333 olarak
belirlenebilir.



so Daha karmasik bir durumda, f(x) ve x degerlerini degis tokus etme (yani yalnizca f(x)’e
karsilik x’1 ¢cizmeye) ve sonuclar1 lagrange interpolasyon polinomu ile belirlenebilir. Ancak
degiskenler yer degistirtildiginde, yeni apsisler (f(x)’ler) boyunca degerler diizgiin
siralanmayabilir.

s» Bir¢cok durumda, degerler “teleskopik™ 6zellik gosterir. Yani logaritmik 6lgekli bazi
diyagramlarda oldugu gibi, bazi komsu noktalarin bir araya yi1gildigi, digerlerininse bundan
oldukca uzaklara serpistirildigi bir gériintii ortaya cikar. Ornegin f(x) = 1/x fonksiyonu icin
sonuclar asagidaki gibidir.

fix) § 1 0.5 0.3333 0.25 0.2 0.lee7 0.1425




s APSIS boyunca buradaki gibi tiniform (esit aralikli) olmayan bir dagilim, interpolasyon
polinomunun sonug¢larinda cogunlukla salinima neden olur. Hatta diisiik dereceli

polinomlarda bile ortaya ¢ikabilir.

so Alternatif bir yontem ise, orijinal verilere (yani x’e karsilik f(x)) n’inci dereceden bir f (X)
Interpolasyon polinomu uydurmaktadir. Bir¢ok durumda durumda x’ler diizgiin dagildig:
icin bu polinom koétii kosullanmis olmayacaktir. Problemin yaniti ise, bu polinomu verilen
f(x) polinomuna esit yapan X degerinin bulunmasi olacaktir.. Boylelikle interpolasyon bir
kok bulma problemine indirgenecektir.



5o Ornegin azdnceki problem icin basit bir yaklasim, ii¢c noktadan [(2,0.5), (3,0.333), (4,0.25)]
gecen bir ikinci dereceden polinom uydurulmasi olabilir:

f, (x) = 0.041667x2 — 0.375x + 1.08333

s» Bu nedenle f(x) = 0.3 noktasina karsilik gelen X degerinin bulunmasi seklindeki ters
Interpolisyon probleminin yaniti, asagidaki denklemin koklerinin bulunmasina doniisecektir:

0.3 =0.041667x%—0.375x + 1.08333



s> Burada incelenen basit durum icin ikinci derece kok denklemi kullanilabilir:

v = 0.375 + /(=0.375)2-4(0.041667)0.78333 _ 5 704158

2(0.041667)
3.295842

so Burada ikinci kok 3.296, gercek deger 3.333’¢ 1yi bir yaklastirmadir. Eger daha duyarl bir
sonug Isteniyorsa, ticiincii veya dordiincii dereceden bir polinom kulanilarak kék bulma
yontemlerinden birisiyle kok aranabillir.
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Bir ekstrapolasyon tahmininden olasi
sapmanin gosterilmesi.

Ekstrapolasyon, bilinen ilk {ic noktadan
gecen bir parabole dayanmaktadir.



