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LINEER OLMAYAN DENKLEM SISTEMLERI

DOGRUSAL OLMAYAN (NONLINEAR) DENKLEM SISTEMLERI

so MUhendisligin bircok alaninda karsilasilan denklemlerden biri de lineer olmayan
denklem veya denklem sistemlerdir. Iki veya daha ylksek dereceli polinomlar veya
trigonometrik, Ustel ve logaritmik gibi lineer olmayan terimler iceren denklemler lineer
olmayan denklemlerdir.

s Genelde lineer olmayan denklemler f(x) = O kapali formunda yazilirlar.
s Karsilasilan denklemlerin cogu tek degiskenli olmakla beraber cok degiskenli
f(x1,x2,x3,...) =0 denklemlerin cozimu de s6z konusu olabilir.
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s KOK bulma islemi, verilen f(x) denkleminde f(xk) = O degerini saglayan (xk)
degerlerinin bulunmasi islemidir. Tek degiskenli bir fonksiyon icin bu degerler ayni
zamanda egrinin x eksenini kestigi noktalardir. Kok bulma islemlerinde oncelikle kokun
hangi aralikta oldugu belirlenir.

s a ve b gibi iki farkli sayi ile belirlenen aralikta (a < xk < b tanimlanmis f(x) fonksiyonu
bu aralikta surekli ise f(a) x f(b) < O ise, oyle bir (xk) degeri vardir ki, f(xk)=0
esitligini saglar.
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s KOK bulma islemi denklemi saglayan bagimsiz degerlerin bulunmasi islemidir denebilir.
Bazi denklemler icin analitik cozUmler gelistirilememekte ve yaklasik cozumler
uretilmektedir. Yaklasik ¢6zUm elde etmenin en pratik ve en ilkel yolu grafik yontemidir.

Grafik yontemi:

Grafik yonteminde fonksiyona ait bazi degerler elde edilerek grafigi cizilir. Cizilen grafik
yardimi ile grafigin x eksenini kestigi kok noktasi tahmin edilir.
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Ornek: f(x) = xe* — 2 ifadesini [0,1] araliginda 0.25 araliklar ile inceleyelim.

Cozum:

0,25 -1,6788993
0,5 -1,175639

0,75 -0,412250
1,0 0,718281

f (0,75) x f (1,0) < O oldugundan
aranan kok [0.75,1.0] araligindadir.



LINEER OLMAYAN DENKLEM SISTEMLERI

s f(x)=0 denklemleri icin kullanilan yaygin olarak 5 tane lineer olmayan denklem ¢cozumu
vardir;

1. Yariya Bolme (Bisection)

2.Lineer Interpolasyon (Regula-Falsi)
3.Basit Iterasyon

4. Newton-Raphson

5. Kiris (Secant)



LINEER OLMAYAN DENKLEM SISTEMLERI

YARIYA BOLME (BISECTION) YONTEMI:

s [ (x) = 0 seklinde bir denklem verilsin. f (x) fonksiyonu [a,b] araliginda surekli ve f(a)
x f(b) < Oise f (x) fonksiyonunun (a,b) araliginda bir yada birden fazla koku vardir.

s Bu yontem birden fazla kok icin gecerli olsa da biz f(x) 'in (a,b) araliginda sadece bir
kOkunun oldugunu varsayacagiz.
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y

f(a) X f(b) < O oldugundan (a,b)
araliginda kok vardir.

1. Iterasyon; x,= (a +b) =+ 2
2. iterasyon; IF f(a) x f(x;) < O ise
X, = (a+xq9)+2;
ELSE x, = (b + xq)+ 2
3. iterasyon; IF f(a) % f(x,) <O ise
x3 = (a+x3) +2;
ELSE x5 =(x; +x,) + 2

Seklinde iterasyon belirlenen hata araligina
ulasincaya kadar devam eder.
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Ornek: f(x) = x* —9x3 — 2x? + 120x — 130 esitliginin (1,2) arali§inda bir koke sahip
oldugu bilinmektedir. Bu koku &, < 0,0132 yaklasim hatasi ile bulunuz.
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Cozim:a=1.0ve b=2.0
a=1.0iken f(1.0)=-20ve b =2.0iken f(2.0) =46

1.Adim: f(a) x f(b) = (-20) x 46 < O oldugundan bu aralikta kok vardir.

x1=(a+b)+=2=(1+2)+2=15 ve f(1.5)=20.2
b = X1 = 1,5 olur.

2. Adim: f(a) x f(b) < O oldugundan
Xy =(a+b)+~2=(1+15)+2=1.25 ve f(1.25)=1.8
b =x, =1,25o0lur.
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3.Adim: f(a) x f(b) < O oldugundan
X3=(a+b)+2=(1+125)+2=1.125 ve f (1.125)=-8.7
a=x3;=1.125 olur.

4.Adim: f(a) x f(b) < O oldugundan
X =(a+b)+2=(1.125+1.25) +2=1.1875 ve f (1.1875) = -3.4028
a=x,=1.1875 olur.
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5.Adim: f(a) x f(b) < O oldugundan
X =(a+b)+2=(1.1875+ 1.25) -2 =1.21875 ve f (1.21875)= —0.80688
a=xs=1.21875 olur.

6.Adim: f(a) x f(b) < O oldugundan
Xe =(a+ b)+2=(1.21875+ 1.25) +2 = 1.234375 ve f (xz) = 0,472092
b = xg= 1.234375 olur.

€y < 1(1.234375 - 1.21875) + 1.234375|= 0,01265 icin verilen hata degeri
kosulunda bir €, degeri bulundugundan iterasyon sona erer.
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s> Iterasyon isleminin algoritmasi;

IF f(a) x f(b) < 0
REPEAT

_a+b,
k ¥ ]

1 B

3

4 5
5 IF f(a) X f(x,) <0
6. b =x

7 ELSE

8 a=x,

9 Hatayi Hesapla (€)

9 UNTIL (¢ < Hata Toleransi)
10. ELSE

11.  “(a, b)aralifinda kik yoktur.”




LINEER OLMAYAN DENKLEM SISTEMLERI

Ornek: f(x) = 4.5x — 2cosx fonksiyonu icin basit iterasyon yontemi ile kdkleri bulan
matlab kodunu yazalim.
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Command Windowr

> 3hu programla ikiye bhidlme ywintemil ile fonksivonun kik dederleri helirlenmektedir.
F=inline('4.5%x-2%coz(x) ') :

a=0:;b=1;imax=15;tol=0.001; :khaslangic iterasvyon ve tolerans dederleri

Fa=F (a): Fb=F(b):

if Fa*Fh=>0

disp('fonksiyon a we b noktasinda aynil igarete sahip')

else

disp (' iterasvyvon a | [®1] Fonk.degeri Tolerans')
for i=1:imax

xi={a+h)/2; %ikiye hilme yontemi esicligi

tole=ih-a)/2;

Fxi=F [xi):

fprintf('%3i%15.5f%15.5£f%%15.5f%15.5€%15.85vn' ,i,a,b,xi,Fxi,tole)

if Fxi==

frrintf (' gergek cozimn x=%15.5f bulundu'  xi)

break

end

dogrusal.m
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Command Window
J_l_ll. J.J.J.'.-J.II |=-||:J_l=-|:I'|. E—ULL-LI.I.I A % L e L L L Ll I|-.|'|.J.ll

break

enc

1f tole<tol
break

end

1f i==imax
fprintf('%1 iterasyondsa gozimm elde edilemedil', Iimax)
break

encd

if Fia) *Fxi<0O
bh=xi:

else

a=xi:

enc

end

end
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NEWTON RAPHSON YONTEMI

s» Genel olarak Vf(x) # O gerek sartini saglamak dogrusal olmayan ifadelerde oldukca
zordur ve bu sebeple ¢cozumler zor olabilir.

s Newton-Raphson yontemi, dogrusal olmayan denklemlerin ¢cozumu igin iteratif(adim-
adim) bir yaklasim sunmaktadir.

Asagidaki denklemi ele alalim:

filx)=0, i=12,.. m
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xg verilmis bir nokta olsun. 1. Mertebe Taylor acilimindan:

S(x)= fxg)+ (2 )x, —x,)=0 ( 2. Ve sonraki tiirevler ihmal edilerek)

)
f(x)
yazilabilir. Genel ifade asagidaki gibi olacaktir.
J(x.)

Xp1 = Xy

C(x)

Yukandaki ifade kullamilarak bir fonksiyonun kdki, vyinelemeli yakinsama ile bulunmaya
calisilir. Bu ifadeyi asagidaki gibi yazmak da miimkindiir.
f(xx)

Xk — Xk+1

fixe) =
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Buna gbre, x4, noktas,, f(x;) fonksiyonunun x;, noktasindaki egiminden bulunacaktir.

Burada tan 8 = f'(x;) dir. Bu durum asagidaki sekilden de incelenebilmektedir.

Fonksiyonun optimum noktasini bulmak icin ise dnce fonksiyonun tiirevi alinir ve tiirevi

alinmis fonksiyona yukandaki islemler uygulanir.

Yakinsama her zaman mimkiin olmayabilir. Asagidaki sekilde gérildigi gibi baslangic
¢ozimil olarak a alindiginda ¢oziimden uzaklasilacaktir. Genel olarak, yakinsama saglanana

kadar bircok baslangic noktasi secmek gerekebilmektedir.
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f(x)‘

flxg)

Yakinsama noktasi(¢oziim)
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Newton-Raphson yontemi Tegetler Yontemi olarak da bilinir. Her bir noktanin tegetleriyle

koke yaklasilir.

HEY

B (x0).f(x0)
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Ornek: g(x) =(3x — 2)*(2x —3)* «ksiyounu icin Newton raphson ydntemini
uygulayalim.
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Oncelikle fonksiyonun tirevi alinmalidir:
f(x)=g'(x) = 144x® — 468x* + 482x — 156 = 0

ikiye bélerek sadelestirirsek;
f(x)=g'(x)=72x3 —234x* +241x-78 =0

Newton-Raphson yéntemi igin f(x) fonksiyonunun tirevini alinz ve x.q; noktalarini
yinelemeli olarak elde ederiz.
f'(x)=g"(x) =216x% — 468x + 241

_ flx) g'(x) 72x% — 234x° + 241x — 78
Mt =X TG ey T TG0 T % T T 21622 — 468x + 241
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x5 = 10 noktasindan baslayarak elde edilen yeni noktalar ve yaklasik ¢cozim degeri asagidaki

tabloda verilmistir.

k X f(x) fix) fi{x)/F(x) ks 1

0 10,000000 50932 17161  2,9678923 7,032108
1 7,032108  15082,7 763129 1,9764288 5,055679
2 5055679  4463,431 3395878 1,3143672 3,741312
3 3,741312  1318,807 1513,507 0,871358 2,869954
4 2,869954 388,277 676,9746 0,5735474 2,296406
5 2,296406  113,3633 305,3539 0,371252 1,925154
6 1,925154  32,43006 140,5711 0,2307022 1,694452
7 1,694452 8793732 68,16869 0,1289996 1,565453
8 1,565453  2,042065 37,70681 0,0541564 1,511296
9 1,511296  0,293991 27,06086 0,0108641 1,500432
10 1,500432  0,010818 25,07781 0,0004314 1,500001
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Gorlldigl gibi x = 1,5'e yakinsamistir. Ashinda f(x) fonksiyonunun 3 duragan noktasi

2 13 3 . ..
bulunmaktadir. Bunlar x =  » X=;vex=g noktalaridir. Diger noktalan bulmak icin

farkl baslangic noktalar secmek gerekirdir.

***3 tane opt. Nokta adayi bulundugunda? Hangisi gercek optimum olur?

1-Bu 3 nokta ana fonksiyonda konularak fonksiyonun degerleri bulunur.

2-Maks. ise en biyilk fonksiyon degerini, min. ise en kicik fonksiyon degerini veren nokta
Optimum Nokta dir.

3- Hessien matris yolu ile de yeter sart kullanilarak optimum noktalar belirlenebilir.
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Hessian Matrisi;

s f(Xx) fonksiyonunun ikinci derece kismi turevini iceren matris Hessian matrisi olarak

adlandirlir ve asagida verildigi gibi gosterilir.

Hf

s
M

fretz
& f
ohy otz
& f

..EJ
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Ornek:  f(x,y,z) = x? +y? +z2
3 boyutlu fonksiyonu icin hessian matrisini olusturalim.

Cozum:

of
E—Zﬁ
of
-2 _ 9
B o
E—ZE
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5% ¢ 5% ¢

ﬁzﬂﬁm B ﬁmﬂﬁz =0 20 0
°f _0TF Hiz,w2)= |0 2 0
Hzlly  Oulz g 0 2
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Ornek: f(x,y,z) = sin(xyz) fonksiyonu icin hessian matrisini olusturalim.

Cozum: 5
— = yzoos(ayz)
O
5— = zzcos(zyz)
O
of
5, = w2y Cos( Ty )
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g;f = — 2% sin(ayz)

g = —z%z gin(zyz)

g;f = —z%y  din(zyz)
;:f;i B ;:fj; = —zyz” dinfeyz) + zcos(eyz)
;;J; B {f@i = —ay’ zsin(zyz) + yoos(zyz)
7  9'f

— —¢2yg sintﬁyg] + $CDEI:$yg:|

5253; - .‘f;\yﬁg



LINEER OLMAYAN DENKLEM SISTEMLERI

— 4 2% sin(zyz) —zyzlsin(zyz) + zoos(zyz) —awzen(eyz) + yoos(zyz)
Hiz,u2) = | —ay2® sin(zyz) + zcos(zyz) — g2 5* sinl(zyz) — 22y sinlzyz) + zcoslzyz)
| —ay” zain(zyz) + yeos(zyz)  —a yzein(zyz) + zcos(zyz) —2%y” gin (zyz)
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2 f(x) = (3x — 2)?(2x — 3)? fonksiyonu icin Newton Raphson yontemi ile MATLAB da
kokleri bulan kodu yazalim.
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Command Window

}% >> % Newton-Raphson Extremum Nokta Bulma Ydntemi

f = lmag Fonksiyonu

df = amag fonksiyonunun turevi

dZ2f= amag fonksiyonunun ikineci tirevi

x0 = £ in aranan ekstremun nokta x'in baglangig dedgeri

A

AF

L

k = iglem adim(iterasyon) sayisi
% y = fonksiyonun dederi
$ £ = (3x-2)"2(2x-3)"2 fonksivyon

df= 72x*3-234x"2+241x-78

d2f= 216x"2-468x+241

clear

cle

clf

x0 = 10;

k=1;

x (k)= x0;

fik) = (3*x(k)-2)"2*(2*x(k)-3)"2;

df (k)= 72*x(k)"3-234*x (k) "2+241*x (k) =-78;
defik) = 216*x(k)*2-468%x (k) +241;

format shortg

for k=2:15

x(k)=x(k-1)-(df (k-1)/d2f(k-1)):

f(k) = (3*x(k)-2)*2*(2*x(k)-3)"2;

df (k) = 72*x(k)*3-234*x(k)"2+241*x (k)-78;
d2f(k) = 216*x(k)*2-468*x (k) +241;

% Hatay(k)=abs(df (k)-df(k-1)):

end

A A
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Command Windowr

AP T AU,

fik) = (3*xi(k)-21 2% (2% (k) -3)"2;

dAf (k1= 72%« (k) "3-234* (k) *2+241%x (k) -78;
dz=f (k) 2letx k) "Z-4268%x (kK1 +241;

format shortg

for k=2:15
Xikl=xi(k-1)-(df(k-1)/d2f (k-111:

fik) = (3%x(k)-2)*2%(2%x(k)-3)"2;

df (k) = 72%xik)*3-234%x (k) “2+241%x (k) -75:
AZf (k) = z1le%x (k) "Z-468+%x (k) +241;

% Hatay(k)=abs (df (k) -df (k-1))

end

disp(' ')

disp|' ———m e "y
dispi(' (3x-2]"2(2x—-3)"*2 Fonksivonunun ')

di=zp (' Newton Baph=on ile ')

di=p (' Ekstramwun MNokta=sinin Bulummasi')

CIKIS=[x' £' df' d2f']:

disp{' -—-———"———"——————— "

disp(' = £ df dzf')

disp{' -——————"—"-""-""— "
disp (CIEIZ)

disp{' - ————"———"H—""""—"H—"—"H—--——— e ———_——_——_———— e ———— "
clf

plotix, £ )

title (' Fonksiyonun Grafidgi')

grid

xlahel('x")

vilabel(|('f£')
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