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EIGENVALUE AND EIGENVECTOR

EIGENVECTORS AND EIGENVALUES

Ozdegerler ve dzvektorler

/Bir' skaler
/Ax = AX
Bir matris Bir vektor

A:R" > R" xeR”

Lineer bir donlsim

AveX, A icin 6zel bir skaler ve vektér

L

Ozdeger ve dzvektor
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Ozdegerler, bir matrisin orijinal yapisini1 gormek icin kullanilan alternatif

bir yoldur.

Ozdeger kavramini a¢iklamak icin 6ncelikle 6zvektor kavrami ele alinsin.
Bazi vektorler bir A matrisi ile ¢arpildiklart zaman yon degistirir, bazilar ise
degistirmezler. Bazi 6zel x vektorler1, Ax vektorii ile ayn1 yonde kalmaktadir.

Iste bu vektorlere “ozvektorler” denir.
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Bir 6zvektoriin A matrisi ile carpimi olan Ax vektorii, orijinal x vektoriiniin

A € R olmak tlizere A katidir.
Sonug olarak temel denklem Ax= Ax seklindedir. Burada A skaleri A

matrisinin bir 6zdegeridir. Bu skaler, 6zvektoriin A matrisi ile ¢carpilmasi
halinde elde edilen yeni1 vektoriin uzunlugunun, orijinal x vektoriine

gore buytudiigu, kugiildigi ya da aynm kalip kalmadig bilgisini
vermektedir. Ozdeger sifir degerini alabilir. Bu durumda Ax=0x olur ve

ozvektor x, sifir uzayinda tanimhidir.
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Eger A birim matris ise, Ix =x olur. Bu durumda nx1 boyutlu tiim vektorler

ozvektordiir ve A matrisinin tiim 6zdegerler1 A =1 dir.

A matrisinin 7 : R" — R" seklinde bir dogrusal doniisiimiin tanim matrisi oldugu
varsayilsin.

Bu durumda Ax=/x esitligi saglaniyorsa 7(x)= Ax olur. Bunun anlam, eger x,

A matrisinin 6zvektorii 1se 7 doniisiimiiniin sonucunda x vektoriiniin goriintiisii bir

skalerle ¢carpimi olan Ax vektoridiir.
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A

Ax =2x Ax =1x
Ozdeger=2 Ozdeger=1 OZdeger- | Ozdeger—O
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Tamm: Ozdeger, Ozvektir

A bir nxn boyutlu kare matris olsun. Eger 4 bir skaler ve x vektorii de sifir
olmayan, x =0, bir siitun vektorii olmak tizere,

Ax = Ax
esitligl saglaniyorsa x vektorii, A matrisinin 6zvektorii, A skaleri de A matrisinin
ozdegeridir. Ayn1 zamanda x, A 6zdegerine karsilik gelen d6zvektordiir.
Bir skaler olan A, nxn boyutlu A matrisi i¢in Ax = Ax denkleminde X’in sonsuz

¢oziimii oldugu durumda bir 6zdeger tanimlar.



EIGENVALUE AND EIGENVECTOR

Temel Ozellikler

e Ozdeger 4 sifir degerini alabilirken, 6zvektor x asla sifir vektorii olamaz.
e Ozdeger sifir oldugunda Ax =0x, A matrisinin tersi alinamaz.

e Boyutu nxn olan bir A matrisinin tersinin alinabilir olmasi i¢in tim
ozdegerlerinin sifirdan farkli olmasi gerekir.

Tanmm: Oz Uzay
Boyutu nxn olan bir A matrisi i¢in 6z uzay, A matrisinin her bir

ozdegerine karsilik gelen tiim 6zvektorlerin olusturdugu kiimedir
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Teorem: Ozdegerlerin Sayist

Eger A, nxn boyutlu A matrisinin 6zdegeri ve x vektorii de bu A matrisinin
ozvektoril ise, x =0 olmak iizere, (A — AI, )x=0 esitliginde det(A —AI,)=0"1

saglayacak sekilde, A’nin en fazla n adet farkli 6zdegeri bulunur.
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(A — I, )x = 0 denkleminin sonsuz ¢oziimii sadece ve sadece det(A — I, )=0

oldugunda ya da diger bir deyigsle A — AI, matrisinin tersi alinamaz oldugu durumda

vardir. Ciinkii bu matrisin tersinin alinamamasi demek her bir siitunda pivot elemanin
olmamasi ve dolayisiyla homojen denklem sisteminin sonsuz ¢éziimiiniin olmasi

demektir. Bu durumun aksine A — Al 'nin tersi alinabiliyorsa, ortaya ¢ikan tek ¢oziim

sifir ¢oziimdyir.

Sonug olarak A matrisinin dzdegerlerini bulabilmek igin (A — AI, Jx =0 homojen

denklem sisteminin sonsuz ¢éziimiiniin olmas: gerekmektedir
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Teorem:Ozdeger ve Determinant

Bir matrisin 6zdegerlerinin ¢arpimi, matrisin determinantina esittir.
Teorem: Ozdeger ve Iz
Ozdegerlerin toplami matrisin izine esittir.

A+ +. o+ A =trace=a, +a, +...+a,,

Sonug olarak 6zdegerlerlerin toplamlar1 ve ¢arpimlari matrisin kendisi

tizerinden hesaplanabilir.
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Teorem: Sifir Ozdegeri ve Determinant

Boyutu nxn olan bir A matrisinin sadece ve sadece determinanti sifir
oldugunda tersi alinamaz. Ozdegerlerden en az biri sifir ise bu determinant
sifir degerini alir.

Tekil matrislerin en az bir 6zdegeri sifirdir.
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Matrislerin Toplamlarinin ve Carpimlarinin Ozdegerleri:

A, A matrisinin 6zdegeri, £ da B matrisinin 6zdegeri olmak iizere, AB matrisinin
ozdeger1 A.[ degildir. Bu esitligin gecerli olabilmesi i¢in A ve B’nin ayni x 6zvektoriine
sahip olmalar1 gerekir. Ayni sekilde A+B’nin 6zdegeri de A+ £ degildir.

Eger x, hem A hem de B matrisinin 6zvektori ise ABx = A/x esitligi gecerlidir. Bazi

durumlarda tiim 6zvektorler ortaktir. Bunun saglanabilmesi icin AB=BA olmalidir.
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KARAKTERISTIK DENKLEM

Tanmim: Karakteristik Denklem, Karakteristik Polinom

det(A - Al )= 0 denklem sistemine A matrisinin karakteristik denklemi,
det(A — A1, )= 0 polinomuna da karakteristik polinomu denir. A matrisinin
ozdegerleri, karakteristik polinomun kokleridir.

Karakteristik denklem sadece A degerlerini igerir, x degerlerini icermez.

a b

2x2’lik bir A = |:
c

] matrisi 1¢in karakteristik polinom

A7 — (traceA) A +det A
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OZDEGERLERIN BULUNMASI

erhangi bir n xn boyutlu matris i¢in 6zdegerler hesaplanirken su adimlar i1zlenmelidir:

1. A-JI, determinant: hesaplanir. Bu determinantin sonucu A" ya da —A" ile

baslayan, n-inci dereceden bir polinomdur.

2. det(A - A1, )=0igin polinomun kokleri bulunur. Bulunan n adet kok, A matrisinin
n adet 6zdegerini tanimlar. Ayrica bu degerler A — AI, “y1 tekil hale getirir.

3. Herbir A degeriigin (A — AL )x = 0¢oziilerek 6zvektor x bulunur.
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Eger (A —AI, )x=0 isleminin sonucunda x=0 sonucu bulunuyorsa, A 6zdeger degildir.

Ornek:

2 1
A= [1 2} matrisinin 6zdegerlerini ve 6zvektorlerini bulunuz.

l.adim: A matrisinin karakteristik denklemi

=0

2—-4 |

| 2—-A4

A*—4A1+3=0 yada (/1—1)(/1—3)=0.
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2. adim: Bu denklemin koklerinden 6zdegerler, A =1 ve A =3bulunur.

3.adim: Ozvektor denklemi (A — AL, )x =0
2—A 1 x| |0
1 2—A||lx, | |O

(2—2)x,+x,=0
x+(2-2)x,=0

veya

Bu bir homojen denklem sistemi oldugu i¢in mutlaka bir ¢6ztim vardir.
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A=1 1¢in,

x+x,=0

x,+x,=0

Burada 4 =1"e karsilik gelen 6zvektor, x, #0 i¢in,

-1
olup, {{ , ]} seklinde bir 6z uzay tanimlar.
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A =3 1¢In,

—x,+x,=0

x,—x,=0

Burada A =3’e karsilik gelen 6zvektor, x, #0 i¢in,

o

1
olup, {[l]} seklinde bir 6z uzay tanimlar.
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Tanim: Benzer (Similar) Matrisler

A ve B nxn boyutlu iki matris olmak iizere, A =PBP' seklinde tanimlanmis
ve tersi aliabilir bir P matrisi mevcutsa bu iki matris benzer matrislerdir.
Teorem:

Eger nxn boyutlu iki matris benzer matris ise, karakteristik denklemleri ve

buna bagli olarak da 6zdegerleri birbirine esittir.
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Example: Find the eigenvalues and associated eigenvectors of the matrix

"7 0 -3
A=|-9 =2 3 |.
18 0 -8
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First we compute det(A — AI) via a cofactor expansion along the second column:

T=A 0 -3
-9 =2-=2 3
18 0 —-8=A

(=2 =N)(-1)*

T—A =3
18 —=8-—=A

—(24 N)[(T = \)(=8 = \) + 54]
—(A+2)(A2+ A =2)
—(A+2)2(\ = 1).
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Thus A has two distinct eigenvalues, Ay = —2 and A3 = 1. (Note that we might

say Ao = —2, since, as a root, —2 has multiplicity two. This is why we labelled
the eigenvalue 1 as A3.)

Now, to find the associated eigenvectors, we solve the equation (A — \;I)x =0
for j = 1,2,3. Using the eigenvalue A3 = 1, we have

6.’171 - 3.’133 0
(A - I)X = —91131 - 31!2 -+ 3233 = 0
18.’1)1 - 9.’173 _ i 0 _
= I3 =21 and Ty = I3 — 31,

= Iz = 2.’131 and Iy = —I.
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So the eigenvectors associated with A3 = 1 are all scalar multiples of

F g
Ug = -1 .
- 2 —

Now, to find eigenvectors associated with A\; = —2 we solve (A + 2I)x = 0. We
have

I 91171 - 31133 ] l 0 -

(A -+ 21)}( = =92, + 3.'133 — 0
_18271—6273_ _0_

= 13 = 31,.
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Something different happened here in that we acquired no information about .
In fact, we have found that x, can be chosen arbitrarily, and independently of
x; and z3 (whereas x3 cannot be chosen independently of z,). This allows us
to choose two linearly independent eigenvectors associated with the eigenvalue
A = =2, such as u; = (1,0,3) and uy = (1,1,3). It is a fact that all other
eigenvectors associated with Ay = —2 are in the span of these two; that is, all
others can be written as linear combinations c;u; + coug using an appropriate
choices of the constants ¢; and .
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s Eigenvalue and eigenvector in MATLAB; eig(A)

4\ MathWorks: —
Documentation o
— CONTENTS Close
< Documentation Home e|g
< MATLAB i ] Eigenvalues and eigenvectors
< Mathematics
< Linear Algebra Syntax
< MATLAB e = eig(h)
) [V,D] = eig(A)
< Functions [V,D,l] = eig(A)
el e = eig(A,B)
ON THIS PAGE [v,D] = eig(A,B)

Syntax [¥,D,U] = eig(A,B)
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Command Window

>»> B=[1 4 7;2 7 6;8 5 4]
B=
1 4 7
2 7 6
(= S 4
>> elg(B)
ans =
14.9458
-5.0981
2.1524
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-0.4896
-0.6006
-0.6322

lambda =

14.9458
0
0

fx o> |

>> [V, lambda] =eig(B)

-0.6575
-0.2447
0.71Z6

-5.0981

0.3700
-0.7791
0.5061

2.1524
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