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VEKTOR UZAYLARI

s> Vektor Uzaylari (Vector Spaces)

Bos olmayan bir V kiimesi verilmis olsun. V kiimesinde V (x,y) € JxV igin
T(x,y) =x +y ile tanimh T: VxV — V fonksiyonu (toplama islemi) ve R gercel
sayilar cismi olmak uUzere, V(r,x) € RxV igin S(r, x) = rx ile tanimh S: RxV - V
fonksiyonu (skalerle carpma iglemi) verilmis olsun. Asagidaki aksiyomlar ger-
cekleniyorsa V kiimesine R gercel sayilar cismi lizerinde vektor uzayi ya da
gercel vektor uzayi denir ve V(R) ile gosterilir.

1. (V, +) sistemi degismeli gruptur.
2. a) Vre R ve VVx,yeV icin rx+y)=rx+ry

b) Vr,seR ve VxeV icin (r+s)x=rx+sx
c) Vr,se R ve VxeV icin r(sx) =(rs)x
d 1€R ve VxeV icin 1x=xdir.

V(R) vektor uzayinda V kiimesinin ‘elemanlarina vektér, R kiimesinin eleman-
larina da skaler denir.
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s Dik koordinat sisteminde (x4, x5, x3) vektorunlin yazimi;

oL\
>
_/ (Pozitif yon)

(x1,0,0) noktasindan (0x,0x3) diizlemine paralel bir diizlem, (0,2,0) noktasindan (0x4,0x ) diizlemine
paralel bir diizlem, (0,0,x3) noktasindan (0x1,0x2) dizlemine paralel bir dizlem ¢izilir. Bu (i¢ diizlemin arakesiti
(x1,%2.X3) Ueliistine karsilik gelen noktadir. Bundan bdyle (x1,X,X3) iigliisiine karsilik gelen nokta yerine ki-
saca (X1,Xa,X3) noktast diyecegiz.
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s> Alt vektor uzayi (Subvector spaces):

V bir vektor uzayi ve A c V, A & olsun. A kiimesi toplama ve skalerle carpma
islemlerine gore kapali ise yani;

Vx,y € Ave Vre Ricn
) X+ye A

i) rxe A oluyorsa A ya, V nin bir altuzayi denir.



VEKTOR UZAYLARI

s> Ornek: A= {(x—1,x2)| (x1,x2) €R? AXq - 3% =0} kiimesinin R? nin bir alt uzayi oldugunu géste-

riniz.
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s> COzUM: 1) (X1,X2)eA =  x;-8x2=0

(yi.y2)eA = _ y1-8y,=0

(x1+y1)=3(x2 + y2).= 0

=(X1+Y1, X2 +Y2)€A

=(X1,X2) +(y1,¥2) €A oldugundan

A kumesi toplama islemine gére kapalidir.
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2) (X1,X2) cA = X4 —3)(2 =0

=> k(X1 -3x2)=0
= kX1 —3kxo =0
= (k-x1,kxp) €A

=> k(X4,X2) €A oldugundan

A kiimesi skalerle carpma iglemine gore kapalidir. A kiimesi R2 nin bir alt uzaydir.
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s Vektorlerin dogrusal (lineer) birlesimi:

V bir vektor uzayi, v4, Vo, Vg, ... Vb € V ve
ry, o, I3, ..., I'n € R olmak Gzere,
riVi +roVo + 13Vy + ... + rpV € V vektorine vy, vo, va, ..., v, vekidrlerinin dogrusal (lineer) bilesimi denir.

Ornek: (2,-3) ve (-1, 4) vektérlerinin tiim dogrusal bilesimlerini yaziniz.
Cozum:  rq, o € R olmak Uzere bu iki vektorin tim dogrusal bilesimleri

r1(2,-8) +ro(-1,4)=(2ry,— 3ry) +(-ra,4r)

=(2ry—ry, —3ry +4rp) vektdrudr.
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Ornek: (5, =7) vektorand, (-2, 1) ve (=1, 5) vektdrlerinin dogrusal bilesimi olarak yaziniz.

COZUM: 1 (=21) +15(-1, 5) = (5,-7)

(-2rq,ry)+(-r2,5r2)=(5,-7)
(-2r1—ro, 11 +5r5)=(5,-7)
= —2!’1—1"2 =\".-)‘1 I'-1=—2

- sisteminden bulunur. Buradan
r{+9rs = —7J ro =1

(5—7) =-2(-2,1)-(-1,5) yazilir.
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s Vektor uzayinin Ureteci:

V bir vektor uzayi ve v4, V2, V3, ... Vn € V olsun.
V1, V2, V3 ... Vn vektorlerinin dogrusal bilesimlerinin olusturdugu

U= {r1v1 +roVo +F3Va+-+F Vi Py Foyl3,-o5F € R} kiimesine vi, V2, V3...,Vp
vektorlerinin Urettigi (gerdigi) kiime, {v1,v2,v3,---,vn} kiimesine de U kime-
sinin Ureteci denir. U, V nin bir alt uzayidir.
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s Vektorlerin dogrusal bagimli veya bagimsizligi ( linear dependent-linear independence ):

V bir vektor uzayi ve vy, vy, ..., vV, € V olsun
i) rq, 12, ..., Iy € R sayilarindan gn az biri sifirdan farkli olmak (izere,

V1 +TIoVo + ... + vy = 0 kosulu saglaniyorsa vy, Vo, ..., v, vektorleri dogrusal bagimlidir denir.

i) rqvq +rovo+ ... + vy = 0 esitligi yalniz ry = rp = ... = r, = 0 igin sadlaniyorsa vy, v, ..., v, vektorleri dog-
rusal bagimsizdir denir.
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UYARI !

> R™ * de alinan n tane vektorln bilesenlerinin alt alta yazilmasiyla elde
edilen n boyutlu determinantin degeri sifir ise vektorler lineer bagimli,
sifirdan farkl ise lineer bagimsizdir.

s Lineer bagimsiz vektorler uzayi gerer iken lineer bagimli vektorler uzayi
germezler

s N boyutlu uzayda (n+1) tane vektor daima lineer bagimhdir.
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Ornek: R®de (3, —4) ve (2, 5) vektdrleri dogrusal bagimhi midir?

Gozum: i) rq,rpe R ve (0,0)e R? olmak izere,
ry(3,-4)+r,(2,5)=(0,0)

arE2r, =0 |
» sisteminden r ,=r, =0 bulunur ki vektér dogrusal bagimsizdir .

3 -4
ii)

=15 +8 =23 # 0 oldugundan dogrusal bagimsizdir .

2 5
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Omek: R®de (1, 3) ve (5, 15) vektodrleri dogrusal bagimh midir?

Cozum:  Vektorlerin bilesenlerinin olusturdugu determinant:

1 3
5 15

=15 -15 =0 oldugundan vektdrler dogrusal bagimhdirlar.
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Ornek: (1,a-1,0), (b + 3, -2, 4), (-3, b, 0) vektorlerinin R° de dogrusal bagimli olmalari icin aile b

arasindaki baginti nedir?
1 a-10

b+3 -2 4[=0 determinantini 3. sttuna gore agalim.

-3 b O

Cozum:

b+3a—-3=0 dan3a+b =3 bulunur.
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s Vektor uzayinin tabani ve boyutu (vector base-vector size):

V vektér uzayindaki vq, Vo, ..., vV, vektorleri V yi geriyor ve dogrusal bagimsiz iseler

{v1,v2...,vn} kiimesine V nin tabani ve n sayisina da V nin boyutu denir.

{e1,€2} kiimesi R nin, {e1,62,63} kimesi R® G birer tabanidir. Bu tabanlara R? ve R® iin temel tabani

denir.
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UYARI !l

1) R™de lineer bagimsiz n tane vektor daima uzayi gerer. Bu nedenle R™ 'de lineer
bagimsiz n tane vektorun kiimesi bu uzayin bir tabanidir.

2) Bir uzayin birden fazla tabani olabilir ancak boyut kesinlikle tek bir reel sayidir.
boy(R™)=n dir.
3)Vektor sayisi boyut sayisindan fazla ise vektorler lineer bagimlidir.
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so LINEER DONUSUMLER (LINEAR TRANSFORMATION)

V4, Vo birer vektor uzayi ve f: V4 — Va bir fonksiyon olsun.
) Vvx,ye Vyicin f(x +y) =f(x) +f(y)
i) Vre Rve VxeVqicin f(rx) = rf(x) kosullari saglaniyorsa f ye V1 den V3 ye

bir dogrusal doniisiim denir.

Ornek: #R2—>R2 , f(x4,X2)=(2x4,4x7) bir dogrusal déniigiim midir?
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Cozum:

) x=(x1,x2)€R2 A y=(y1,y2)€R? icin

f(x+y)="f(x;+y1,X2 +Y2)

i) f(rx) = f(rxq,rx2) = (2rxq, 4rx2) = (24, 4x7)

= rf(x4,X2) = rf(x) oldugundan f dogrusal déniisimdur.
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s> LINEER DONUSUMLERIN MATRIS GOSTERIMI

f:R" > R™ dogrusal donugumunde X = (x1 , X2, ... Xp) € R" olmak tizere x = X1€1 + Xo€2 + ... + Xpe, Vekio-
randn f dogrusal dénlisim altinda gériintisi

f(x) = x1f(e1) +x2f(ep )+ +xyf(ey ) dir.
fles)=1(1,0,0,--,0) = (as1,a21,,8m1)

f(GZ) == f(011:01 :0) = (312,322:“‘am2)

f(en)=f(O,O,O---1)=(a1n,agn,---,amn) olsun

fle1).f(e2),--.f(en) vektdrlerini stitun vektdrleri olarak alalim ve f (x) i yeniden yazahm.
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f(x) = x4

Am1_

+ X9

olur ki buradaki

[814Xq +a1pXp++ +A1nXp

am2 |

+"'+Xn

doiXq + dooXo +°--+aQan

_am1x1 =+ am2X2 Tisn +aman )

a1 aq2
dp1 aq2
2m1 @m2

I“a1n-

don :

| @mn
a1 ap 1n || X4
dpq apo don || X2
| Qmi Qm2 Amn || Xn |

a1

aon

matrisine f dogrusal déniisiimiinlin matrisi denir.
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UYARI Il
R™ den R™ ye taniml f lineer donusumune karsilik gelen matris mxn boyutundadir.

) 2
Ornek: f:R° =R’
f(x1,X2) = (X1 - 8xp,— 4x5,~2X +X5) donisiimine kargilik gelen matrisi yaziniz.

Cozim:  fdonldsiminin matrisi 3x2 turlindedir.

A=|0 -4/ dir.
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1.0teleme Dénlisimu:

f:R? — R?, f(x,y)=(x+a,y+b) lineer ddnisimune dteleme denir. Yani (x,y) vektdériinin (a,b)
vektorl kadar dtelenmesidir. Oteleme dénUsumU uzunluklari, acilari ve alanlari
degistirmez.

Ornek: (2,-7) vektdériniin (1,3) vektdrl kadar dtelenmesi sonucu olusan vektdri yazin.
Cozum: Tanima gore otelenmis hali;
(2+1,-7+3)=(3,-4) dir.
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Ornek: £ R® = R, f(x, y) = (x + 2, y—3) otelemesinin tersini bulunuz.

X+2=X, y=3=Y denx=X-2,y=Y + 3 olur. |

Cozum:

=1(X, Y) = (X =2, Y + 3) bulunur.
Ornek: gy y) = (x—2, y +3), g(x, y) = (x+ 1, y + 2) dtemeleri icin fof ve fog Stelemelerini bulunuz.
Cozim:  (fof)(x, [ y)|=f(x-2,y+3)= )=(x-2-2,y+8+3)=(x-4,y+6)

(fog)x,y =f[gx,y]=f(x+1,y+2) (x+1-2y+2+3)=(x-1y +5) bulunur.
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2. D6nme DOnusumu:

a -b

K'=A-K dénlasiminde A =
b a

J ve a2 +b? =1 ise bu déniisime dénme déniisiimii denir.

4 AX.Y)

Donme acisi 0 < a < 2m olan baslangic
noktasi etrafindaki pozitif yondeki bir
donmede B(x,y)noktasinin goruntust A(X,Y)
ISe;
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IOA| = |OB|=a olsun

Cﬁbb de: cos(a+p)= -I-OE(-:-I-

X =|0C]| = a-cos(a +B) (1)

[AC]
a

sin(o + ) =

Y =|AC| = asin(a + B) (2) dir.
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X = a cosa.cosf — asino.sinf (1)

Y = a sina.cosP + acosa.sinf (2) olur.
. N O B
Ote yandan OBD de: cosf= I—P- N\ sinP = Laﬂ

x =|0D0| = acosp (3) y =|B0 = asinf (4) elde edilir.
(3) ve (4), (1) ve (2) de yerine konulursa,

X=Xcoso-ysino X| |cosa -sina||X
ya da = - dir.
Y =xsino +yCcos o Y sinaa coso ||Y

coso -Sino
Buradaki matrisi donme matrisidir.

sinaa CoSsQ
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Ornek:  Duzilemde o = % radyanlik pozitif yondeki dénmenin matrisini ve (-2, 4) noktasinin

gorintlsini bulunuz.

cos o —sina. rcosi —sinﬂi-ﬂ
szum- Doénme matrisi = = 3 3
] sina  cos sin_n_ 003_72.
.3 3 |
143
=] £ 2 | dir.
NS 1
e 2y
(-2, 4) noktasinin gorintisi ise
1 43 -
2 2 | [?] |12V :
. = veya (—1—2\/-5,2—\/3) dar.
V3 i 4 -3 +2
. 2 e .
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Ornek: Xy koordinat sistemine P(1,2) veriliyor. Eksenler pozitif yonde 30°
dondiirildigiinde olugan yeni x'y" koordinat sisteminde P noktasinin koordinatlari
nedir?

Cozum: X' = X.cos9 + y.sin 6
y = =X.Sin @ +y.cosf

esitliklerinde 6=30° yazildiginda;

x’=?x+§y ve y’=—%x+?y olur.

x=1 ve y=2 igin; x‘=g+1 ve y‘=—§+\/§ bulunur.
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3. Simetri DOnUsUMU:
a) X eksenine gore simetri;

V4

A, y)
ﬁ

e
-

Rl

VXY
¥

A'(X! -y)

<V

A(X, y) noktasinin Ox eksenine gére simetrigi A’(x —y) olup bu si-

metri ddnlstiminiin matrisi

dir.
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b) Y eksenine gore simetri;

-

A(X, y) noktasinin Oy eksenine goére simetrigi A’(-x, y) olup bu si-

y* metri donistimunin matrisi
A'(=X,y) A(X, y) W i
_1___#_.. y 0 ] I

T e
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c) y=x dogrusuna gore simetri;

VA A(x, y) noktasinin y = x dogrusuna gore simetrigi A’(y, x) olup bu
A'(y,X) ek simetri donlisimUnin matrisi

0 1
Ay=x = dir.
10
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d) y = —x dogrusuna gore simetri;

y A A(x, y) noktasinin y = —x dogrusuna goére simetrigi A’(-y, —x) olup

AlX, y) bu simetri dénigimunin matrisi

[0 -
T 0

dir.
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e) Orijine gore simetri (180° ve —180° lik ddonmeler);

yA A(x, y) noktasinin orijine gore simetrigi A’(=x, —y) olup bu simetri
A(X,Y) déntstminin matrisi

A =[: j dir.
E :}KH’_”;]:(_X,_,,) o
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4. Homoteti Donusimu:

ke R ve A(x, y) € R? olmak Uzere,

H(x, y) = (kx, ky) = k(x, y) dénlisimiine homoteti denir.

0(0, 0) homoteti merkezi, k sayisi ise homoteti oranidir.

e o
Homoteti dénisimdiniin matrisi dir.
0 k

=|  |=(kx,ky) =k(x,y) olur.
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5.Benzerlik Dontisumu:

Bir homoteti ile bir ddnmenin bileskesine benzerlik déniisiimii denir. Yani benzerlik donusUmunin matrisi

cosa -sinallk O kcosoa -ksino i
; = Ir.
sinot cosa ||0 k ksinoo kcosq
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Ornek:

A(2, —4) noktasinin,

a) X eksenine gore

b) y eksenine gore

c) Y= xdogrusuna gore

d) y=-x dogrusuna gore

e) Orijine gbre simetriklerini,

f) 90° dondiraldiginde elde edilen

g) 270° dondirildiginde elde edilen noktalari bulunuz.
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Cozum:

a)

b)

d)
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-1 0 -1 0|[2 —2
e) A0= = . = :(-—2,4)

0 =] (6 A4llz]1 4]

f) Agp = = 1 1=l |=(42)
1 0] |1 0}|-4] |2
o 11 10 dilg]l -4

g) Aoy = =5

=(-4,-2) bulunur.
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Ornek: LT . . e
rnek. A(0, 0) , B(0, 3), C(4, 3), D(4, 0) olan dortgenin donisiim matrisi altindaki gorun-
s
tiistinli bulunuz ve seklini ¢iziniz. '
QéZU m: Noktalarin timuane donlisiim matrisini ayni anda uygulayalim.

1 270 0 4 4] [0 6 10 4

—

o 1llo 3 3 0| |0 3 3 0
ABCD ABCD
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3 -1
2 0

} dir. 2x-3y+1=0 dogrusunun

Ornek: f:R? 5 R dogrusal dénlsimunin matrisi A =[
bu dénilisiim matrisi altindaki gérintisti nedir?

Gozum: Dogru (zerindeki her hangi bir (x, y) noktasinin déniugim matrisindeki gorintisu

X,Y] olsun.

MR
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Buradan X =3x-y ve Y =2xolur.

x ve 'y degerleri cekilirse

Y A\ X:._3_Y.....y

X=—
2 2

y = 3Y=2X pulunur.

Dogru denkieminde yerine konursa,

2Y-9Y+6x+2 =0 dan
6X-7Y+2 =0 elde edilir.



?F&;@J kkiirler.
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